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Global bifurcation structure of solutions

















, x ∈ I := (−1, 1),
ux(±1) = 0,
ux(x) ≥ 0, x ∈ I
(1.1)
に興味を持っている．ただし, u = u(x)は未知関数, d > 0はパラメータであり, µ は非局所



















−duxx = (1− u2)(u− λ), x ∈ I,
ux(±1) = 0,













(λ, d, u) ∈ R× R+ × C2ν (I) : uは (1.2), (1.3)の非定数解
}
(1.4)
と定義する. ここで, C2ν (I) := {u ∈ C2(I) : ux(±1) = 0 } である. 図 1 は数値計算による
S(µ)の概形である．
図 1 S(µ)の概形
(1.3) において, 積分制約条件がなくなる µ = 0, すなわち λ = 0 の場合は Chafee-Infante
問題 [1] 
−duxx = (1− u2)u, x ∈ I,
ux(±1) = 0,









で定義される. [1], [15] において, Γ0 は d = 4/π
2 で定数解 u = 0 から分岐し, Γ0 =
{ (d, ϕ∗( · , d)) : 0 < d < 4/π2 } と書けることが知られている. さらに, 任意の (x, d) ∈
I × (0, 4/π2) に対して, ϕ∗( · , d) は ϕ∗(x, d) = −ϕ∗(−x, d) を満たす. よって, この奇関数解
ϕ∗( · , d)は
Γ̃0 := { (0, d, u) : (d, u) ∈ Γ0 } ⊂ S(µ) for all µ > 0.
を意味する.
(1.2), (1.3)において, 積分制約条件が意味を持つ µ > 0の場合はこれまでの我々の研究によ
り，0 < µ < 1のときと µ > 1のときで解構造が変化することがわかってきた．
具体的には，[4]において 0 < µ < 1のとき，Γ̃0 の d = d̂(µ)で解の対称性を崩すような 2





















(0 < k < 1) (1.7)
の一意な解である. ここで, K(·)と E(·)はそれぞれ第一種完全楕円積分と第二種完全楕円積
分である.
さらに，d̂(µ)は µ ∈ (0, 1)で単調に変化し，その極限は
d̂(µ) → 4
π2
as µ ↑ 1, (1.8)
d̂(µ) → 0 as µ ↓ 0 (1.9)
である. これらの結果により，µを 1つ止めると 2次分岐を起こす d̂(µ)がすぐさま計算でき
る. 例えば，d̂(1/2) = 0.2668 · · · , d̂(3/4) = 0.3336 · · · である.
図 2 (1.2), (1.3)の解の分岐曲線
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図 2は (1.2), (1.3)の解の分岐曲線を µを止めるごとに数値計算で描いた図である．µごと
に 2次分岐点 (λ, d) = (0, d̂(µ))が一意に存在し，2次分岐後の枝は数値計算上，λに関して単
調あるようにみえる．また，(1.8), (1.9)にあるように，µを 0から 1へ動かした際，二次分
岐点が 0から 4/π2 へ近づいていく様子がみえる．
図 3 は (1.2), (1.3) の解の形状をパラメータごとに描いたものである．図中の点 C0, C1,
C2は奇関数解である．解の存在領域の境界上である (λ, d) = (0, 4/π2)で定数解は 1次分岐
を起こし奇関数解になる．点 C1は 2次分岐点である．この点で，奇関数解は 2次分岐を起こ
し，非対称解になる.
図 3 (1.2), (1.3)の解形状
また, [5]においては µ > 1の際の分岐の枝の挙動とこの場合には 2次分岐が起こらないこ
とを示した. 加えて，λを止めるごとに解の個数は高々１個であることも [10]の結果を応用す
ることで示している．
さらに [9]では (1.5)の解の線形化安定性を解析した. 解は 0 < d < d̂(µ)のとき，安定で，
d̂(µ) < d < 4/π2 のとき，不安定．また，dが十分小さい場合に 2次分岐後の解は不安定であ
ることの数学的証明を与えた.









そこで，[11]では未解決課題である 0 < µ < 1において一意的に起こる 2次分岐の後の分岐
















Proposition A. λ ∈ (−1, 1), d > 0 とする. (1.2) の解が存在するための必要十分条件は
(λ, d) ∈ G である. ただし，
G :=
{






− 1 < u(x;λ, d) < 1, (2.2)
u(x;−λ, d) = −u(−x;λ, d). (2.3)
図 5は G が示す領域である．d軸に関して対称であることがわかる．
図 5 G が示す領域
図 6 (1.2)の解形状
図 6では λを止め，解の存在領域の上端から dを小さくしていくごとに解形状を数値計算
で描いた．上半分の矢印は解の存在領域における d の動かし方を表している．λ は左から順
に −0.8, −3/8, −0.2, 0, 0.2, 3/8, 0.8とし，dは対称な解同士，同じものを使用した．例えば
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λ = 0.2,−0.2の場合の dの動かし方は同じである．下半分の図は (λ, d)を止めるごとの (1.2)
の解形状を描いたものである．図より，対称性 (2.3)は λ = 0を軸として解が 180度反転させ
ることと同じであることがわかる．
(1.2) の解の中から (1.3) を満たすものを探すためには，(λ, d) を止めるごとに 1/2 ·∫ 1
−1 u(x;λ, d)dx, すなわち解の区間積分量の平均を計算して曲面を作り，µ ごとに，平面
λ/µと曲面の交わり方を調べる必要がある．
図 7 曲面 1/2 ·
∫ 1
−1 u(x;λ, d)dxの形状
図 7 は曲面 1/2 ·
∫ 1
−1 u(x;λ, d)dx の形状を数値計算により描いたものである．左図は鳥観














dξ (−1 ≤ z ≤ 1, 0 < k < 1),



















































































α := α(p, h) =
2− (1 + h) p−
√
1− hp2√
(h2 − h+ 1) p2 − 2 (h+ 1) p+ 3
, (3.3)
β := β(p, h) =
− (1− h) p+
√
1− hp2√
(h2 − h+ 1) p2 − 2 (h+ 1) p+ 3
. (3.4)
ただし (p, h) = (p(λ, d), h(λ, d)) は次の (p, h)についての連立超越方程式
















(p, h) ∈ Gp,h :=
{
0 < p <
2
1 + h
, 0 < h < 1
}
の一意な解である．また，A (p, h)と E (p, h)は






(h2 − h+ 1) p2 − 2 (1 + h) p+ 3
)3 , (3.6)
E (p, h) :=
√










さらに λ ∈ (−1, 1)でとめるごとに，次が成り立つ
d ↓ 0 ⇔ h(λ, d) ↑ 1. (3.8)
この表示式では (λ, d) ∈ G を 1つ止めるごとに, 一意に定まる (p(λ, d), h(λ, d))を用いて，
u(x;λ, d)を表示している．図 8は G と Gp,h の関係を描いたものである．G において，λ > 0
の領域は赤色，λ < 0 の領域は青色で塗り分けてある．Gp,h では λ > 0 の場合に対応する
(p, h)の領域を赤色，λ < 0の場合に対応する (p, h)の領域を青色に塗り分けている．λ > 0
の存在領域は，ちょうど (p, h) ∈ (0, 1)× (0, 1)と同じになることが特徴である．
図 8 G(左図)と Gp,h（右図）
G と Gp,h を比べると λ > 0 に対応する領域と λ < 0 に対応する領域の並びが左右入れ替
わっている．また，(3.8)にあるように hの大小の方向と pの大小の方向は反対になる．










図 9 は G と変数変換後の GP,H の関係を描いたものである. G における領域の対称性が
GP,H で失われている理由は解の表示式が任意の (λ, d) ∈ G について成り立つものであるから
である．領域の対称性を保ちたい場合，λ ≥ 0の場合と λ < 0の場合についてそれぞれ解の表
示式を書けばよい．実際に解析を行う場面において対称性 (2.3)より，λ < 0の解は λ > 0の
解を用いて計算できるので，考えるべき (λ, d)の範囲は
G+ := {(λ, d) : (λ, d) ∈ G and λ > 0} , (3.10)
で，パラメータ (P,H)の範囲は




図 9 G(左図)と GP,H（右図）
Theorem 3.1 で得られた解の表示式を用いた解析では常に (λ, d) の背後にある (P,H) を
意識しながら解析することになる．この困難さを回避するために，(λ, d, u(x;λ, d))の (P,H)
によるパラメータ表示が必要である．次の Theorem3.2は λと dのパラメータ表示式を示し
たものである．λのパラメータ表示式 λ(p, h)は (3.5)の第 1式を λに解きなおすことで得ら
れ，dのパラメータ表示式は (3.5)の第 2式を dについて解き，λに λ(p, h)を代入すれば得ら
れる．







Arcsin (A (p, h))
)
, (3.12)






Arcsin (A (p, h))
) . (3.13)
ただし, A (p, h)と E (p, h)はそれぞれ (3.6)，(3.7)で定義される関数. さらに，(p, h) ∈ Gp,h
に対して λ = λ(p, h), d = d(p, h)，u = u(x;λ(p, h), d(p, h)) は (1.2)を満たす．
(1.2) 解を (P,H) から求める方法を説明する．(P,H) ∈ G+,P,H を 1 つ与える．
次に (p, h) を p = 1 − P , h = 1 − H で計算する．得られた (p, h) を用いると
(λ(p, h), d(p.h), u(x;λ(p, h), d(p, h)))が求められる．
図 10 G+(左図)と G+,P,H（右図）の対応関係
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図 10は G 上の点と G+,P,H 上の点がどのように対応しているかを描いたものである．右の
図は G+,P,H を P 方向, H 方向それぞれ 0.1刻みでメッシュを切った図である．左の図は右の
図のメッシュ上のすべての点を G+ 上に移したらどのようなメッシュになるかを描いた図であ
る．図中の赤い点は具体的なある点がどの点に移ったかを示している．メッシュ形状の変化か
ら，G+,P,H において H を止めた線は G+ 上では単調減少な曲線に移っていることがわかる．
Theorem 3.3は (1.2)の解の区間積分量の平均の表示式を示している．
Theorem 3.3 ((1.2)の解の区間積分量の平均の表示式). u(x;λ, d)を (1.2)の一意な解とす















(1 + h)p− 2−
√














(h2 − h+ 1)p2 − 2(1 + h)p+ 3
(3.15)
であり, p = p(λ, d), h = h(λ, d) は Theorem 3.1で与えられる.





















Arcsin (A (p, h))
)
(3.16)
となる．ただし，A (p, h), λ(p, h), d(p, h) はそれぞれ，(3.6), (3.12), (3.13) で定義される
関数．
各 (λ, d)に対する (1.2)の一意解を u(x;λ, d)とすると，


























































M (p(λ, d), h(λ, d))
for (λ, d) ∈ G. (3.21)
と定義する．Ξ(λ, d)のパラメータ表示式は λ(p, h), d(p, h)を使って






Arcsin (A (p, h))
)
M (p, h)
for (p, h) ∈ Gp,h. (3.22)
と書ける．
以上より，(1.2), (1.3)の分岐曲線は µを 1つ止めるごとに決まる曲面








の等高線である. 言い換えると，(1.2), (1.3)のすべての解からなる曲面 (3.23)は分岐曲線を
積み重ねて作ることができる曲面である. したがって，分岐曲線の形状の解析を行うため，曲
面 (3.23)の表示式に興味が出てくる. 曲面のパラメータ表示を次の定理に示す.










: (λ, d) ∈ G+
}
= {(λ(p, h), d(p, h), Ξ(λ(p, h), d(p, h))) : (p, h) ∈ (0, 1)× (0, 1)} (3.25)
ただし，λ(p, h), d(p, h), Ξ(λ(p, h), d(p, h)) はそれぞれ (3.12), (3.13), (3.22) で定義される
関数．また，A (p, h)，E (p, h), M (p, h)はそれぞれ (3.6)，(3.7)，(3.15)で定義される関数.
図11は曲面 (3.23)を描いたものである．曲面上にある黒色の曲線は下から µ = 3/100, 1/4,
1/2, 3/4, 97/100ごとに止めて描いた高さ (1/µ− 1/3)−1 の等高線である.
図 12は曲面 (3.25)を描いたものである．λ, dの増減の方向とパラメータの増減の方向を一
致させるため，p = 1− P , h = 1−H と変数変換を行い PH-空間で曲面を描いてある. この




図 13 は曲面 (3.23) を λ, d が底面になるように真上から見た図である．(λ, d) = (0, d̂(µ))
が 2次分岐点であるので，図中に描かれている黒色の曲線は µを止めるごとの (1.2), (1.3)の
2次分岐後の分岐曲線となる.
µは一番内側の黒色の曲線からそれぞれ, µ = 3/100, 1/4, 1/2, 3/4, 97/100である.
図 14は曲面 (3.25)を P , H が底面になるように真上から見た図である. 黒色の曲線が µを
止めるごとの (1.2), (1.3)の 2次分岐後の分岐曲線で，µは一番内側の黒色の曲線からそれぞ
れ, µ = 3/100, 1/4, 1/2, 3/4, 97/100である.
図 11 曲面 (3.23)の鳥瞰図 図 12 曲面 (3.25)の鳥瞰図
図 13 曲面 (3.23)を真上から見た図 図 14 曲面 (3.25)を真上から見た図
上記の図 13を見ると，µごとのそれぞれの曲線は 2次分岐点 (λ, d) = (0, d̂(µ))の近くで λ
に関して単調であることがわかる．これは 2次分岐後に saddle-node分岐点が存在しないこと
を表している．したがって，2次分岐後の解の安定性は曲面が λに関して単調であることを示
せばよい. 図 10の考察と合わせてみると，分岐曲線の λに関する単調性を示すにはパラメー
タ範囲の単純さから P −H 平面での分岐曲線の単調性を示し，λ − d平面に還元すればよい
という方針がたつ．





Theorem 3.5. µ ∈ (0, 1)とする．このとき，等高線


























= 0 in (p, h) ∈ (0, 1)× (0, 1) (3.27)
と等しい．ただし，Ξ(λ(p, h), d(p, h)), M (p, h), A (p, h)はそれぞれ (3.22), (3.15), (3.6)で
定義される関数である.
4 まとめと今後の課題
本稿では 1次元定常非局所 Allen-Cahn方程式のノイマン問題 (1.1)の大域的分岐構造にお
いて，未解明であった，2次分岐後の分岐曲線の単調性や非対象解の不安定性の解析の前処理
を行った．その結果，解の分岐曲線の λに関する単調性を示すには (P,H) ∈ (0, 1)× (0, 1)に
対して µを止めるごとに決まる, 楕円積分のみを含むの分数関数の 0等高線を解析すればよい
ことがわかった．
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